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1) Matematicka formulace problému zpracovaninterferogrami

Ke zviditelnéni nehomogenit v plynu ¢i ve slabé ionizovaném plazmatu lze vyuzit
nékterou z metod vizualizace transparentnich prostiedi [1]. Metodou vhodnou 1 pro
kvantitativni analyzu je holografickiaterferometrie [2], jez je zalozena na interferenci dvou
koherentnich elektromagnetickych vin: viny prochézejici studovanym objektem a referencni
viny rekonstruované kologramu, ktera odpovida ptivodnimu, t¢éméf homogennimu stavu.

K vytvafeni interferogrami vyuzivame interferometr Machova-Zehnderova typu [3].
Ten miize byt sefizen ve dvou modifikacich. Sefizeni na nekonecnou S§itku prouzku se
vyznacuje rovnobéznosti objektového a referencniho svazku. Pfi druhé modifikaci, tzv.
sefizeni na konecnou Sitku prouzku, je referen¢ni svazek zrcadlem odklonén o maly uhel, coz
vede k vytvofeni charakteristické soustavy rovnob&znych prouzkl, jez jsou diky
nehomogenitam prostiedi deformovany.

Predpokladejme, Ze osa x je orientovana ve smeéru paprsku prochazejiciho
zkoumanym prostfedim a rovina proménnych (y,z) je rovnob&zna s interferogramem.
Vznikld interferen¢ni struktura se pak popisuje rovnici

g(,z)=a(y,z) +b(y,z) [osd(y,z), (1)

Vniz g je intenzita osvétleni interferogramu \daném misté o soufadnicich (y,z). V idealnim
pfipadé jsou veli¢iny a, b konstantni, ve skute¢nosti vSak vykazuji fluktuace, zplisobené

nedokonale homogennim osvétlenim pii expozici hologramu. Nositelem informace o

vnitinich pomérech v plynu je fazové posunutp mezi referencnim a objektovym paprskem.
To Ize rozdélit na Cast linearni @, , zpisobenou odklonem referencniho svazku, a Cast ¢, ,
zpusobenou nehomogenitami prostfedi. Predpokladame-li odklon referencni viny v roviné
(1,z), pak linedrni ¢ast fazového posunuti je (az na fyzikdln€ nevyznamnou konstantu)

G, =211 fz, (2)

kde prostorova frekvencg, je urcena thlem odklonu referenéniho svazku. Fazové posunuti
prostfedi je dano integralni formuli
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Zde A je vlnova délka pouzitého svétla, nje index lomu vySetiovaného prostiedi, n, je index
lomu pivodniho homogenniho stavu pii kterém byl exponovan hologram, ax,,x, jsoux-ové
soutfadnice vstupu paprsku do objektu a vystupu z né;.

Index lomu plynu zavisi na jeho hustoté. Konkrétné pro zfedény plyn s indexem lomu
blizkym jednice Ize pouzit Gladstonovy-Daleovy aproximativni formule [1]



n=1+(n, 102, (4)

0
kde p a p, jsou hustoty vysetfovaného a ptivodniho prostredi.
Pfi urCovani vnitinich pomért v proudicim plynu jsme tak postaveni pred dvé
nezavislé Ulohy: a) stanoveni fagg, z funkcionalni rovnice (1); b) pro danou fagj,

uréeni indexu lomu 7, resp. veli¢in s nim souvisejicich (hustota, teplota, tlak) z integralni
rovnice (3). Prvni ¢ast feSime pomoci Takedovy metody Fourierovy transformace, druhou
¢ast pro radialné symetricky ptipad pomoci Abelovy transformace. Obé metody jsou stru¢né
popsany v nasledujici kapitole.

2) Teoretické FeSeni problému

Takedova metoda [4] vychazi zdiskrétni Fourierovy transformace intenzity
interferogramu, brané podél tsecky kolmé na interferencni prouzky.Pfipomeiime si proto
nejdiive definici této transformace, jak ji najdeme napi. v napovédé k funkci fft Matlabu.
Necht’ na intervalu (0,L) je definovana funkcez(z) proménné z a necht je dano N jejich
hodnotg; = g(z;) na rovnomérné rozlozenych uzlech z; = j %, j=0,1,...,N —1. Diskrétni

Fourierova transformacBT[g] = G je definovana fadou
N-1
G(fk):Z g(ZJ)I}Xp(_127TkaJ)9 k:(),l,...,N_l, (5)
Jj=

V niz jsme zavedli frekvenéni proménnou f, =k D% . Inverzni Fourierova transformace
IFT[G] = g je pak

N-1

g(z) :%Z» G(f,) Bxp(i2mf,z)), j=0l..,N—1. (6)

Piimo z definice Flourierovy transformace vyplyvaji vlastnosti

FT[g] (/) =FT[g 1(-/f),
FT[g Lexp(i27 f, 2)](f) = FT[g](f = /o). @)

Hvézdickou je zde oznacena operace komplexniho sdruzeni; f, je libovolna konstantaf™ je
frekven¢ni proménna.

Jelikoz G,y = G,, lze od pouze nezdpornych indext a frekvenci piejit k indextim a

frekvencim symetricky rozlozenym kolem pocatku. Napt. pro N liché, N =2M +1, Ize od
indexit k=0,1,...,N—-1 pfejit kindexim k=-M,...,M . Fourierova transformace

vV

sfrekvencemi symetricky rozlozenymi kolem nuly vykazuje pfiznivéjsi interpolacni
vlastnosti. VMatlabu tento pfechod zajist'uje standardni funkce fftshift.

Inverzni Fourierova transformace vraci funigciperiodickou, g; = g, . Skute¢nost,
ze puvodni funkce g obvykle podminku periodi¢nosti g(0)=g(L) nespliuje, vede
K neptesné aproximaci funkce g funkci IFT[G] v okoli krajnich bodd. Tento nezadouci
okrajovy efekt 1ze ¢astecné potlacit volbou vhodné funkce H (,hanning window"), kterou je
funkce g nejdiive vynasobena, pticemz vysledna funkce H g jiz podminku periodi¢nosti
spliiuje. Obvykle se tato funkce bere ve tvaru



H(z)=1-cos 2722

(8)
s nulovymi krajnimi hodnotami.

Takedova metoda ur¢eni fazového rozdilu vychazi z Fourierovy transformace profilu
intenzity, vzatého podél usecky interferogramu, wnasem ptipad¢ orientované ve smeru osy z .
Pro tento ucel ptepiSeme funkci g nejdiive do tvaru (proménnou y = konst.explicitng

nevypisujeme)

2(z) = a(z) +c(z) Bxp(i 27T f,2) + ¢ (z) Bxp(-i 27T £, 2), (9)
v némz jsme zavedli pomocnou funkei vztahem

1 .

c(z) = Eb(z) [exp[i¢,,,(2)]- (10)
Fourierova transformace intenzity (9wizenim vlastnosti (7) dava

G()=Gy(N+C(f = f)+C(f + 1) (11)
Velkymi pismeny zde oznaCujeme Fourierovy obrazy pfislusnych funkci, f je nezavisle
proménna.

Bude-li prostorova frekvencef, prouzki podstatné¢ vétSi nez charakteristické
frekvence obsazené ve spektrech funkci g, a ¢, dojde ve spektr; intenzity k vzajemnému
oddéleni past G,,C a C" kolem frekvenci Of, a -/, (obr.2). Inverzni Fourierova
transformace aplikovana pouze k pasyf - f,) rekonstruuje funkcc definovanou v (10).

Hledanéa fazep . je thlem komplexni veli¢iny ¢, a tak

gas

_Imc

tg ¢gas - E . (12)

V Matlabu je pro tento ucel k dispozici funkceangle.

Jelikoz faze komplexniho ¢isla je uréena az na nasobek 271, objevi se ve funkci
.. (¥,2) skoky o této velikosti. Je tedy jest¢ tieba tuto funkei vyhladit: nejdiive ve sméru

oSy z (pro dany linedrni segment), poté 1 ve sméru y (pro rizné segmenty).

Prostorové rozloZeni indexu lomu je fazi plynu urceno jednoznacéné v ptipad¢ valcové
(nebo obecngéji eliptické) symetrie. Ztotoznime-li osu valcové symetrie s 0SOU z, je pro tento

ptipad n =n(r,z), kder = \/m .Vztah (3) pak piedstavuje integralni Abelovu rovnici
u =2 U~ (13)
% Vr =y’
V niz
U 24 UC) =2 D) =), (14)

Parametrz , ktery je béhem integrace konstantni, jsme pro vétsi prehlednost nevypisovali. Jde
o integralni rovnici, jejiz feSeni je dano inverzni Abelovou transformaci [5]



U(r) = _l[} M (15)
m) / yz — 2
Vypocet integralu v (15) predstavuje samostatny numericky problém. Ten spociva predevsim

ve stanoveni derivace funkee, ktera navic byva zatizena Sumem. Svou roli téZ hraje slaba
singularita integrandu.

3) Numerické Feseni v prostiredi Matlabu

V prostiedi Matlabu jsme odladili nékolik programli modelujicich a numericky
zpracovavajicich interferogramy.

Program testlDp testuje Takedovu metodu vypoltu faze na piedem definované
intenzité¢ g(z), prekryté normalnim nebo stejnomérnym Sumem. Program nejdiive vyhladi
data aproximac¢nim splajnem (funkcepap2 z toolboxuSplines). Podminky periodi¢nosti jsou
zajiStovany bud klasickym vynasobenim intenzity hanning funkci (viz obr.1) nebo pfimo
aproximaénim splajnem s nulovymi hodnotami na okrajich (tj. s multipbu krajnich boda
rovnou jedné [6]).Na takto upravenou funkci je aplikovana diskrétni Fourierova transformace
(fft) s frekvencemi symetricky rozlozenymi kolem nuly (fftshift). Ze spektraG(f) je
poté interaktivné, pomoci mysi, vydéleno pasmo C(f — f,). Prostorova frekvencef,
linearni ¢asti faze je urCovana interpolaci jako poloha maxima funkce | C|. K interpolaci je
vyuzit kubicky splajn, jak jej poskytuje standardni matlabovska funkgeline.
Z fourierovského obraz(f) je inverzni Fourierovou transformadifft) rekonstruovana
funkce ¢(z), zniz je urCena hledana faze ¢ . Program je zakoncen spojitym navazovanim

gas *

faze v bodech, wichz ma skok 277.

Pribéh vypoétu zachycuji obrazky 1 — 3. Na obr.1 je modelovy profil intenzity,
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Obr.1 Testovana intenzita, piekryta 10ti procentnim normalnim Sumem; modelova data ( ...),

data modifikovana hanning funkci a vyhlazena splajném (

piekryté desetiprocentnim normdlnim Sumem. Intenzita byla vtomto piipadé¢ upravena
hanning funkei (8) (pro ucely grafu vynasobené jesté faktorem %2), a vyhlazena splajnem.



Mira vyhlazeni je dana vzdalenosti jeho uzli. Spektrum stfemi charakteristickymi pasy
vidime na obr.2, porovnani vypoctené a pieddefinované faze je na obr.3.
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Obr.2. Charakteristické spektrum intenzity Obr.3 Porovnani vypoctené a exaktné zadané
z obr.1 (hodnota pro nulovou frekvenci je faze v 1dim. piipad¢; vypocet
potlatena); frekvence prouzki f, =2 mm™. s aproximovanou hodnotou

fo =2,04 mm™ (-), vypolet s exaktni
hodnotou f, =2 mm™ (--), exaktni feseni

(...).

Jak je zposledniho obrazku ziejmé, Takedova metoda vede k dayn predevsim pii
okrajich linearniho segmentu. To je zpusobeno jednak okrajovymi efekty Fourierovy
transformace, jednak citlivostidhybé Af vuréeni linearni frekvence f,. Tato frekvence
byla vtomto piipadé¢ ziskavana interpolaci z diskrétni posloupnosti frekvengj,
ekvidistantné rozlozenych s krokem 1L. Pro ponékud pesimisticky odhad chyby A f =1/(5L)

a pro z=L vychazi tato chyba fadové A¢, =2mAfz=1 vsouladu $riabéhem,
vyznaéeném plnou &arou. Carkované je znazornéna faze pocitana opét Takedovou metodou,
tentokrat ale gresnou hodnotou f, .

gas

Programeminterfer modelujemeinterferogram pro pfedem dané rozlozeni hustoty
nebo teploty a tlaku. Presna hodnota funkce o (x,y,z) = p(x,y,z)/ p, @ ji odpovidajici faze

@ (x,¥,2) jsou pro ucely dalsiho testovani ulozeny v polozce ‘UserData’ modelového

interferogramu (objekt typu image). pfogramu lze libovolné definovat relativni hustotuo ,
frekvenci a smér prouzki a rovnéz funkce a,b intenzity (1). Ukézku modelového

interferogramu pro valcové symetrické rozdéleni veli¢éiny o obecného tvaru
0 (x,,2) =1+ A(z) exp[-B(2)r’], (16)

kde r je vzdalenost od osy a A(z), B(z) jsou polynomialni funkce, vidime na obr.4.
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Obr.4 Interferogram modelovany pro Obr.5 Srovnani vypocteného a exaktniho
pfedem definované rozlozeni hustoty. rozloZeni hustoty NOo =0 - O-exact pro

modelovy interferogram z obr.4.

Posledni programfaze2p rekonstruuje fazi a hustotu z dvoudimenzionalniho
interferogramu, at’ jiz modelového ¢i skutecného. Pokud program po ukonceni vypoctu téchto
veli¢in nalezne v polozce ‘UserData‘jejich exaktni hodnoty, provede jesté¢ ve formé nékolika
grafii porovnani vypoctenych a zadanych hodnot.

Abychom se vyhnuli jiz zminované chyb¢ vurceni frekvence prouzka, stanovujeme ji
Zokraji obrazce, kde zpravidla prouzky nejsou deformoviany a fize je linearni.
Z interferogramu je nejdiive mys$i vybran vhodny segment snedeformovanymi prouzky.
Metodou nejmensich ¢tverct je jemu odpovidajici faze ¢ aproximovana linearni funka, a
poté je zobrazen rozddl,,, = ¢ —¢,, . Odpovidajici hodnoty je mozné (pro ¢, =0) bud
akceptovat, nebo odmitnout. Tato procedura miize byt nckolikrat opakovéana, piicemz
vysledna frekvence je urCena jako aritmeticky primér akceptovanych hodnot. Urceni
prostorové frekvencef, timto zplisobem je o fad presnéjsi nez by dala interpolace na

maximum| C(f - f,) |-

gas

Abelova transformace (15) je numericky realizovana pomoci dvou funkci toolboxu
Splines. Nejdfive je funkei ¢, () metodou nejmensich Ctverch prolozen aproximujicisplajn
s(y) (spap2). V numerickych testech jsme tentokrat dali prednost splajnu kvadratickému
pied splajnem kubickym — jeho prvni derivace je méné ,,rozkmitana®. Dalsi vypocCty jsou jiz
exaktni. Nejdfive jsou funkci fnder pro llseky< Vi, yi+1> mezi uzly spocitany prvni derivace,

jez jsou pro kvadraticky splajn linearniis'(y) =k, y + g, . Poté je vyjadfen integral v (15):

i+

¢gas(y) e ky+q, _ 2 _ 2 2 _ 2
I\/Td ~Z I\/ﬁ y—Z[ki\/y rotglog(y+yy -y

Obr. 4,5 zachycuji modelovy ptipad s exaktné danym feSenim. Chyba v urceni hustoty
je relativné nizkd, malé ,,rozvinéni® je zptisobeno koneénym poctem clent Fourierovy fady
(Gibbsuv efekt). Obr. 6 ukazuje realny interferogram plamene svicky. Za piedpokladu
konstantniho tlaku souvisi zména teploty AT v plameni svelicinou ¢ vztahem

AT :(l—l) [T, . I pfes vySs$i Sum umoziiuje metoda hruby odhad zvySeni teploty vose
(o)

plamene cca 500 K, Sifka plamene je asi 20 mm.
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Obr.6 Reédlny interferogram plamene

svicky. Obr.7 Zména teplotniho pole odpovidajici

interferogramu obr.6. Souradnice
¥, z souhlasi se soufadnicemi predchoziho

obrazku.

Zavér

V prostiedi Matlabu byly odladény programy, modelujici a zpracovavajici
interferogramy nehomogenniho plynného prostfedi. Pi1 tvorbé téchto programii byly
uplatnény prostfedky pro tvorbu interaktivni grafiky (ovladani mysi, GUI). Kvypoctu faze
byla uspésné aplikovana Takedova metoda, &ypoctu vnitinich poméra v plynu propiipad
valcové symetrie Abelova transformace. Zpracovani modelowyehferogramti s piedem
danymi parametry umoznuje u realnych interferogramt analyzovat zdroje numerickych chyb
a odhadovat jejich velikost.

Prace byla podpofena vyzkumnym zamérem CEZ:J06/98:124100004.
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